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Anidlise Matematica I-E
A derivada e sua aplicagdes

Seja f uma fungdo definida num vizinhanga de a. Diz-se que f é
diferencidvel em a se existe o limite
D = fim () =f(3)

X—a X —a

e escreve-se D = f'(a)

Nota: A D da-se o nome de derivada de f em a.
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Definicao

Uma fungdo f é diferencidvel em a se e sé se existe D € IR tal que

f(x)="f(a)+ D(x —a) + (x — a)r(x — a),

em que r é uma fungdo definida numa vizinhanca de a tal que

)I(gnar(x—a):o.

Nota: Necessariamente, a constante D € (nica e coincide com o
limite anterior.
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Se f estd definida num intervalo [a,a+ €[ (e > 0), diz-se que f tem
derivada lateral direita em a se e sé se existe um real D tal que

lim M:DJr_

x—at X —a

Alternativamente, representamos f’(a*) = DT.
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Definicao

Se f é diferencidvel no ponto a, chama-se tangente ao grafico de
f no ponto (a, f(a)) a recta que passa por este ponto e tem
declive igual a f'(a):

y = f(a) + f'(a)(x — a).
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Definicao

Seja f uma fungdo definida num intervalo aberto / tal que f é
diferencidvel em todo o x € /. Designamos por funcao derivada
de f a aplicacdo

ff:l—R
f(x+ h) — f(x)

x v lim
h—0
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Teorema

Considere a fungdo f(x) = x" com n € N e x € R. Entdo
f'(x) = nx""1.
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Propriedades da diferenciabilidade

Teorema

Sejam f e g duas fungées diferencidveis em a. Entdo f + g €
diferenciavel em a e, sendo k um nimero real, kf € diferencidvel
em a. Temos

(f+g)(a)=r(a)+g'(a) e (kf)(a)=kf'(a).
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Propriedades da diferenciabilidade

Corolario

Seja
p(x) = apx" + ap_1x" 14 .+ aox° + a1x + ao

um polinémio de grau n definido em R. Ent3o f é diferenciavel em
R e a sua fungdo derivada é o polinémio de grau (n — 1):

p'(x) = napx" 1+ (n—1)a,_1x" 2+ ...+ apx + a1 .
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Propriedades da diferenciabilidade

Teorema

Se uma funcdo f é diferencidvel num ponto a entio ela é continua
em a.
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Propriedades da diferenciabilidade

Teorema

Sejam f e g duas fungébes diferencidveis em a. Ent3o:
(i) fg € diferencidvel em a e

(f8)'(a) = f'(a)g(a) + f(a)g’(a) -

(i) Se f(a) # 0 entdo 1 € diferencidvel em a e

(-4
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Propriedades da diferenciabilidade

Teorema

Sejam f e g duas fungébes diferencidveis em a. Entio:
(iii) Se g(a) # 0 entdo g € diferencidvel em a e

(f)’ (a) = F(2e(a) ~ f(a)g'(a)
g
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Propriedades da diferenciabilidade

Corolario

Considere a fungdo f(x) = xP com p € Z~ e x € R\{0}. Entdo f
é diferencidvel em x e

f'(x) = pxP~L.
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Propriedades da diferenciabilidade

Teorema

Derivacao de funcoes trigonométricas
(i) A fungdo sin(x) € diferencidvel em R e a sua derivada é

(sin)’(x) = cos(x) .
(ii) A fungdo cos(x) € diferencidvel em R e a sua derivada é

(cos)'(x) = —sin(x) .
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Propriedades da diferenciabilidade

Teorema

Derivacao de funcoes trigonométricas
(iii) A funcdo tan(x) € diferencidvel em R/{5 + kn: k€ Z} ea
sua derivada é

(tan)’(x) = sec?(x) = cosi(x) :
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Teorema

Derivacao da funcao exponencial

Considere a fungdo f(x) = e*, definida em R. Entdo f é
diferencidvel e a sua derivada é

f'(x) = €.
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Derivada da fun¢do composta

Teorema

Derivacao da Funcao Composta

Seja g uma funcdo diferenciavel em a e f uma fungdo diferencidvel
em g(a). Entdo f o g € diferencidvel em a e a sua derivada pode
ser obtida através da formula

(fog)(a) = flg(a)lg'(a) -
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Derivada da fun¢do composta

Teorema

Derivada da Funcao Inversa Suponha f estritamente mondtona,
continua em | = [a, b]. Seja xo um ponto interior de | tal que f é
diferencidvel em xo e f'(xo) # 0. Entdo a funcdo inversa f~1 é
diferencidvel em yp = f(xo).

Nesse ponto, a derivada pode ser obtida através da férmula

(FY) (f(x)) =

f'(xo0)
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Aplicagdes da derivada aos estudo de fun¢des

Definicao

Seja f : | — IR. Diremos que f tem um maximo relativo em xg
(ou que f(xp) é um maximo relativo de f) se e s se existir uma
vizinhanga V' =|xo — €, x0 + €[ tal que

VxeVnl, f(x) < f(xo)-

Nota: No caso da propriedade ser valida para todo o x € /, diz-se
que f tem um maximo absoluto.
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Aplicagdes da derivada aos estudo de fun¢des

Teorema

Seja f uma fungdo diferencidvel em |a, b| e suponha que f atinge
um mdximo (ou minimo) relativo em c €|a, b[. Entdo f'(c) = 0.
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Aplicagdes da derivada aos estudo de fun¢des

Teorema

Seja f uma fungdo continua no intervalo [a, b] e diferencidvel em
la, b[.

(i) Se f'(x) > 0 para todo o x €]a, b|, entdo f € estritamente
crescente em [a, b].
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Aplicagdes da derivada aos estudo de fun¢des

Teorema

Seja f uma fungdo continua no intervalo [a, b] e diferencidvel em
la, b[.

(i) Se f'(x) > 0 para todo o x €]a, b|, entdo f € estritamente
crescente em [a, b].

(il) Se f'(x) < 0 para todo o x €]a, b, entdo f € estritamente
decrescente em [a, b].
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A derivada e sua aplicagdes

Aplicagdes da derivada aos estudo de fun¢des

Teorema

Seja f uma fungdo continua no intervalo [a, b] e diferencidvel em
la, b[.

(i) Se f'(x) > 0 para todo o x €]a, b|, entdo f € estritamente
crescente em [a, b].

(il) Se f'(x) < 0 para todo o x €]a, b, entdo f € estritamente
decrescente em [a, b].

(iii) Se f'(x) = 0 para todo o x €]a, b[, entdo f é constante em
[a, b].
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Aplicagdes da derivada aos estudo de fun¢des

Teorema

Seja f uma funcdo duas vezes diferencidvel em |a, b|.
(i) Se f"(x) > 0 para todo o x €]a, b|, entdo f' € estritamente
crescente em |a, b|, e diz-se que f é convexa.
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A derivada e sua aplicagdes

Aplicagdes da derivada aos estudo de fun¢des

Teorema

Seja f uma funcdo duas vezes diferencidvel em |a, b|.

(i) Se f"(x) > 0 para todo o x €]a, b|, entdo f' € estritamente
crescente em |a, b|, e diz-se que f é convexa.

(ii) Se f"(x) < 0 para todo o x €]a, b|, entdo f' € estritamente
decrescente em |a, b[, e diz-se que f € concava.
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A derivada e sua aplicagdes

Aplicagdes da derivada aos estudo de fun¢des

Teorema

Seja f uma funcdo duas vezes diferencidvel em |a, b|.

(i) Se f"(x) > 0 para todo o x €]a, b|, entdo f' € estritamente
crescente em |a, b|, e diz-se que f é convexa.

(ii) Se f"(x) < 0 para todo o x €]a, b|, entdo f' € estritamente
decrescente em |a, b[, e diz-se que f € concava.

(iii) Se f"'(x) = 0 para todo o x €]a, b[, entdo ' é constante.
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Aplicagdes da derivada aos estudo de fun¢des

Teorema

Teste da segunda derivada

Seja f uma fungdo duas vezes diferencidavel numa vizinhanca
Vi(x0). Suponha que f'(xg) =0 e que " é continua em V.(xp).
(i) Se f"'(x0) > 0 entdo f tem em xo um minimo relativo estrito.

(ii) Se f"(xp) < 0 entdo f tem em xg um mdximo relativo estrito.
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Teoremas de Rolle e Lagrange

Teorema

Teorema de Rolle
Seja f uma fungdo continua em |a, b] e diferenciavel em |a, b| tal
que f(a) = f(b). Entdo existe ¢ €]a, b[ tal que f'(c) = 0.
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Teoremas de Rolle e Lagrange

Corolario

Entre dois zeros de uma funcdo diferenciavel num intervalo ha,
pelo menos, um zero da sua derivada.
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Teoremas de Rolle e Lagrange

Corolario

Entre dois zeros de uma funcdo diferenciavel num intervalo ha,
pelo menos, um zero da sua derivada.

Corolario

| \

Entre dois zeros consecutivos da derivada de uma fungdo
diferenciavel num intervalo existe, no maximo, um zero da funcio.
v
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Teoremas de Rolle e Lagrange

Teorema

Teorema de Darboux

Seja | C R um intervalo aberto e f : | — R uma fung¢do
diferenciavel em |. Se existirem a,b € I, a < b, tais que
f'(a) # f'(b) entdo, para todo o k entre f'(a) e f'(b), existe
c €]a, b| tal que f'(c) = k.
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Teoremas de Rolle e Lagrange

Teorema

Teorema de Lagrange
Seja f uma fungdo continua em [a, b] e diferencidvel em |a, b|.
Entéo existe c €]a, b tal que
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Teorema

Seja f uma fungdo continua no intervalo [a, b] e diferencidvel em
la, b[.

(i) Se f'(x) > 0 para todo o x €]a, b|, entdo f € estritamente
crescente em [a, b].

(il) Se f'(x) < 0 para todo o x €]a, b, entdo f € estritamente
decrescente em [a, b].

(iii) Se f'(x) = 0 para todo o x €]a, b[, entdo f é constante em
[a, b].




Anidlise Matematica I-E
A derivada e sua aplicagdes
Teoremas de Rolle e Lagrange

Coroldrio

Se f,g : [a, b] = R sdo continuas, diferencidveis em (a, b) e
f'(x) = g'(x), Vx € (a,b), entdo a diferenca f — g é constante
em |[a, b].
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Teoremas de Rolle e Lagrange

Corolario

Seja f uma fungdo continua em a e diferencidvel em
la—¢€,a+¢€[\{a}. Se existir

. /
=t
entdo f € diferencidvel em a e f'(a) = L.
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Teorema

Teorema do valor médio de Cauchy
Sejam f, g fungbes continuas em [a, b] e diferencidveis em |a, b|
tais que

g'(x)#0 Vx €]a, b .

f(b) ~ Fa) _ F/(c)
g(b)—g(a)  &(c)

Entdo existe c €]a, b tal que
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Teorema

Regra de Cauchy

Sejaa e R, € > 0. Sejam f e g fungbes continuas a direita de a e

diferencidveis em ]a,a + ¢[. Suponha que lim f(x) = lim g(x) =0.
X—ra X—ra

!
Se existir lim 1)

= L enta
x—at g/(X) entao

f(x)

% (%)

Nota: Repare que L € RU {—00,+00}
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A derivada e sua aplicagdes

Teorema de Taylor: Férmulas de Taylor e de MacLaurin

Teorema

Teorema de Taylor

Seja f uma fungdo definida num intervalo [a, b] (a < b), com
derivadas continuas até a ordem n — 1 em [a, b] e com derivada de
ordem n definida em |a, b[. Entdo, existe um ponto c €]a, b[ tal

que
f(b) = f(a) +(b—a)f'(a)+ (b=a) ) f'(a) + -+
n—1
_l_(lzn__a)l)l f(n—l)(a) + (b;'a) f(”)(c)
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Teorema de Taylor: Férmulas de Taylor e de MacLaurin

Férmula de Taylor

de ordem n de f.

f(x)="f(a) +(x—a)f'(a)+ (
x — n—1
S fon(a) 4

coma<c<xoux<c<a

Y
= Ia) f"(a) +---+

(x—a)"

n!

f(”)(c).
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Teorema de Taylor: Férmulas de Taylor e de MacLaurin

Fazendo x = a + h, obtemos
h2

fla+h)="f(a) +hf'(a)+ o (a)+ -+

hn—l ’

RCET

FOD(a) + 0 F0(a + on),

com0<6<1.
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Teorema de Taylor: Férmulas de Taylor e de MacLaurin

(x—a)"

' (" (c) designa-se por resto
n!

O termo % £(")(a+ 6h) ou

de Lagrange da férmula de Taylor.
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Teorema de Taylor: Férmulas de Taylor e de MacLaurin

No caso em que a =0, a férmula de Taylor é conhecida por
férmula de MaclLaurin:

com0<c<xoux<c<0O.
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Aplicagbes da férmula de Taylor

Teorema

Seja f : D — R uma funcdo continua num ponto a, interior a D.

e Se f(a) > 0, entdo existe uma vizinhanga V de a tal que
f(x)>0, Vxe V.

e Se f(a) < 0, entdo existe uma vizinhanca V de a tal que
f(x) <0, Vx e V.
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Aplicagbes da férmula de Taylor

Teorema

Seja f uma fungdo continuamente diferencidvel num intervalo | e a
um ponto interior a |. Se
fllay=f"(a)=---=frD(a) =0 e fM(a) #£0
entao
@ se n € impar, f ndo tem extremo relativo em a;
o se n é par, f tem maximo relativo em a se f(")(a) < 0 e tem
minimo relativo em a se f("(a) > 0.
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Aplicagbes da férmula de Taylor

Teorema

Sejam | um intervalo e f um fun¢do continuamente diferenciavel
em |. Se a é um ponto interior a | tal que
f'(a) = f"(a) =--- = f("~D(a) =0 e f("(a) # 0 entdo
@ se n € par, f tem a concavidade voltada para cima se
f(")(a) > 0 e tem a concavidade voltada para baixo se
f("(a) < 0;

@ se n é i mpar, a é ponto de inflex3o.




